TDS8 - Analyse 2

Exercice 1 Calculer les développements en séries entiéres des fonctions
suivantes :

2 T —T
- +e” xe” % In(1 —2x) —In(1 + )

In(1 —x) 2e”

Exercice 2 Calculer les sommes des séries suivantes :

a. > 2= pour [a] < 1.

b. > lam pour 2| < 1.
c. > ZHam pour |z| < 1.

d. Y20 pour o] < 1.

Exercice 3 Démontrer que - = > ' (—1)"z". Calculer la dérivée des deux

expressions précédentes. En déduire le développement en série entiere de la
dérivée de fonction de gauche.

Faire de méme a partir de exp(3z) = >/ % 2an
Faire de méme a partir de In(1 — 3z) = > =%4n

Exercice 4 Soit ) a,z" une série entiére de rayon de convergence 1. Démontrer
que si la somme f de la série entiére est paire (c’est a dire f(z) = f(—z) pour
tout x €] — 1,1]), alors ay,.; = 0 pour tout n € N.

Exercice 5 Calculer f(0), f/(0) et f”(0) ou f est la somme des séries entiéres
suivantes :

+O°l 1 n = 24+n
§n( +n)z §1+n2x



Exercice 6 La loi de Poisson de paramétre \ > 0 est une variable aléatoire,

_ Ane?

notée X dont la loi de probabilité est définie par : P(X = n) = -5~ pour tout
n € N.

a. Calculer la fonction génératrice Gx(t).

b. Calculer le rayon de convergence de la série entiere précédente. Vérifier
que R > 1.

c. Vérifier que Gx (1) = 1.
d. Dériver Gx(t).

e. En déduire l'espérance de X.



TDS8 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1

a. In(l—uz).
Comme In(1 +z) =
par —z on trouve :

+oo (—=1)"1
n=1 n

x". Alors par substitution en remplacant x

oo n—1 +00  \yn—1_/_1\n +oo
In(l —z)=In(l+ (—x)) = Z &(—x)" = Z (=1) (=) " = Z —1x”

n n n
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d. ze*
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I1 faut penser a faire le décalage d’indice pour avoir une série de la forme
> a,z" (et pas "),

e. HTE_
e 11, X1, 01X 1 (=), KR4 (-1)m,
R L g S e =

f. In(1—-2z)—1In(1—2x).

400 n to0o  a\n 1t/ \non _ (_1\n
ln(l—?x)—ln(l—x)zz<_1) (Qx)"—z( D = (=1)"2" = (=1) "
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Exercice 2

a.
2(—711>n$n _ _QZ (_illx” = —21n(1 + :B)
b.
LTy S = s L MERA ) S e
c. i o
I U E
400 (_1)11—1

= =Y = —(=22)"~In(1-2) = — In(1+(~2¢))~In(1~2) = ~ In(1-2z)~In(1-2)
d.

400 1 —+00 +oo n—1
—1)" 3(—1 3(—=1)" —1
3(-1) 2" = —( ( . ) zh) ( - ) " =3x—3 E ( " 2" =3x—3In(1+x)

Exercice 3

a. Par substitution :

1 1 +oo —+o00
— — —r no__ -1 nxn
il e R D i e
La dérivée de 14%:5 vaut ;—3' = (1;}:)
La dérivée de la série entiere 720 (—1)"z" est: > n(—1)"z" 1 =3 7% (n+
1)(_1)n+1xn
Donc

—+o00

= (n+1)(=1)" "

—1
L+ )




b. Par substitution :

+00 1 +00 3n
exp(3z) = g n‘(3x) g mx”
n=0 n=0

La dérivée de exp(3z) vaut 3 exp(3z).

L e 400 37 +00 n3" , n—1 __ +oo (n+1)37Ft +oo 33" .n
La dérivée de )7 <o vaut ) 2 Zo-gn ! =Y )l L T 2un=0 1 ¥
Donc
—+o0
33"
3exp(3z) = —a"
n!
n=0

c. Par substitution

N SN D) L
In(l—32) =In(1+ (=32)) = > (-1)" H(=Ba)"=> ~——F—a"=> ——a"
n n
n=1 n=1 n=1
La dérivée de ln(l — 3z) vaut 7* 3m) =32
La dérivéede Y 2] =an vaut Y 12) o8 gn-1 = $7F0 _gngn-l = S0 _gndlgn,

On en déduit que

“+o0o
3
— E _3n+1$n
- o n=0

Exercice 4 Comme f(z) = > /> a,2" pour tout z €] — 1,1, alors f(—z) =

T an(—z)" = Y. % a,(—1)"2" pour tout z €] — 1, 1[. Par unicité du DSE, on
en déduit que a,, = a,(—1)" pour tout n € N. En particulier pour tout n = 2m+1
impair : as,i1 = aomi1(—1)?*" = —ag,41. Donc 2as,.1 = 0 et ag, = 0 pour
tout m € N.

Exercice 5 On utilise la formule £ (0) = a,n! pour tout n € N.
a. f(0)=1In(1+0)-0!=In(1) = 0.

f(0)=1In(1+1)- 1! =In(2).
f7(0) =In(1+42) - 2! =2In(3).

b. f(0)=25 0l=% =1

241 3
f'(0) = 14—52 1= 54
5

242 _ _ 8
17(0) = 1:22 2Al=%-2=23.
Exercice 6
a.
+oo )\n Y

Gx(t) = Z = e Z — ()" — exp(A(t — 1))

n=0



b.

n,—A
On pose a,, = 2=, Alors

n!

Ane1 AHe™ nl A

a, (n+DIAre>  n+1

Donc le rayon vaut 1/0 = +oc.

Gix(1) = exp(A(L — 1)) = exp(0) = 1

Gl () = Aexp(A(t — 1))

G (1) = Xexp(A(1 — 1)) = Aexp(0) = A



