TD7 - Analyse 2

Exercice 1 Calculer la somme de la série ) ., i en utilisant une série

téléscopique. (Indication écrire que n = (n + 1) — 1).

Exercice 2 Calculer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

n-+1 e n 2n
n ' n n n n
Z n . an Zn:B Z(n—l—l)QI Z:3”$
Exercice 3 Calculer les sommes des séries suivantes :

+0o0
n=0

(3 + 2 )z" pour |z| < 2.

b. > (1 —(~1)")z" pour |z| < 1.

n=0
c. > 722" pour |7| < 1.
d. >, % ZHa" pour |z] < 3/2.

e. > (4" +2)z" pour |z| < 1/4.

+oo "
n=0 n!

Exercice 4 Sachant que e¢* =
des séries suivantes :

pour tout = € R, calculer les sommes

+oo 27
n=0 n!

2™ pour z € R.

b. > % (2" + )2" pour |z| < 1/2.

+00 2"41,.n

c. no & pour z € R.
+oo 3 ,..n

d. ne1 oy pour x € R.



TD7 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1 Comme
n n+1-1 . on+ 1 1 1 1

n+1D)! (m+D  m+1)! (n+D ol (n+1)
car (n+ 1)! = (n+ 1)nl. Ainsi le terme général u,, = sy

ay — Gn41 AVEC a, = + pour tout n € N. Comme a, tend vers 0 (car 0 < 5 < 1),
Donc d’apres le théoréeme des séries téléscopiques :

est de la forme

—+00

Z i —a—lima—l—O—l
~ (n—i—l)! I SerereS ! N

Exercice 2

a. a, =" Donc a,, ==+ = 22 Donc

n+1 n+1°
n+2
Unt1 1 (n+2)n 0P +2n

a, " (n+1)2 n24+2n+1

n

D’aprés la régle des limites des fractions de polynémes, a,,1/a, a la méme
limite que n?/n? qui vaut 1. Donc a,.;/a, tend vers 1 et donc R =1/1 = 1.

b. a,=nleta,,; = (n+1). Donc

Qp, n—+1)!
y, n!

car (n+ 1)! = (n + 1)n!. Donc a,1/a, tend vers +oco. Donc R =1/ + oo = 0.

en+1

Lt Donc

n
C. a,=%5eta, =

en+1 1
Uny1 g1 _ € en

a, = T eln+1) n+l

Par la regle de la limite des fractions de polynomes, a,;/a, a la méme limite
que en/n qui vaut e. Donc a,1/a, tend vers e. Donc R =1/e = e .

d. a,= (n—fl)2 et ap = (n_:fr_:l)g = (:jgl)z- Donc
i1 T (D412 (4 1)@+ 20+ 1)
Qn (n—i—Ll)Q (n+2)%n (n?4+4n+4)n
P2l tntni+2n+1l nP 430 +3n+1
n3 + 4n? + 4n "3 + 4n2 + 4n

Par la regle de la limite des fractions de polynomes, a,1/a, a la méme limite
que n?/n? qui vaut 1. Donc a,.;/a, tend vers 1. Donc R =1/1 = 1.



n n+1
e. a,=3 eta, = 2=7. Donc

2n+1 1
Uny1  Forr  2MPI3T 2
an, 2 3Jn+1gn 3

3"L

Donc a,,1/a, tend vers 2/3. Donc R =1/(2/3) = 3/2.

Exercice 3

a.
<= 1 1 - <= T =T, ] 1
;(2—n+3—n) ; Z ;(5) +nz%(§) —1_%+1_§

On a le droit de remplacer >, % (£)" par - —7 car |5] < 1 car |z| < 2. Pareil
pour la deuxiéme série.

b.

1

n=0 n=0

Les formules sont valides car |z| < 1.

c.
+oo
22:1: ZZ:U"H 22:1::6 —213237 —2x
n=1
en utilisant un décalage d’indice.
d.
on +1 X2 2., = ., 1 1
Z Z Z—w—Z LG =Tt
n=0 n=0 3 n=0 3 1 3 3
e.

+o0o
Z 4" 4 2)z" = Z4”x”+22x — Z (da)™ ) 20!
n=0 n=0

:4x2(4x)”+2x2x” :41:1 e +2x1 —
n=0 n=0

Exercice 4

o 1 1
Z<1 )z —Zx _nzo_ 1—:10_Z T 1-z 1—(—x):1—:p_1—|—x



+°°2n n — 1 n 2z
nz_omx :nzzoa(%c) =e
b.
;(2 +a)az :;223 +§H:ﬁ :2(2:1:) +;H$ :1—2$+6
C.

+O°2n+1 " — 2" 21’
2 e +Z—f€ Z (20)" +Z—x e

n=0

d. La méthode du décalage d’indice ne fonctionne pas :

+o0 3 +o00o 3

Zmajn _ nzzomxn-l-l

n=1

car on se retrouve avec un (n+1)! qui ne correspond pas au n! qu'on devrait
trouver pour utiliser la formule de e”.
Pour calculer la série, on écrit la somme a partir de O car la on sait faire :

IEEEE IE
—z" =3 —z" = 3e”
| |
n=0 n n=0 n
Or
+oo +oo +o0
3 n __ 3 0 3 n __ 3 n
n=0 n=1 n=1
Donc
+o0o 3 +00 3



