TDG6 - Analyse 2

Exercice 1 Décomposer en facteurs irréductibles les polynéomes suivants :
a. 2%+ z — 2 sachant que 1 est racine.
b. 2%+ 22% + 3z + 2 sachant que —1 est racine.

c. 2% —223—42% + 22 + 3 sachant que —1 est une racine double (c’est-a-dire
racine du polynome et du polynome obtenu aprés factorisation par (z + 1)).

Exercice 2 Soient P et () deux polynomes qui ont tous les deux un nombre
a € R comme racine. Démontrer que a est aussi racine de P + Q.

Exercice 3 Calculer les décompositions en éléments simples des fractions
rationnelles suivantes :

1 1 1 1
z(z + 3) 2 — 3z +2 z(x? +2) x?(x—1)

Exercice 4 Soit a et b deux nombres réels distincts. On considére la fraction
rationnelle F(z) = % Calculer la décomposition en €léments simples

 (z—a)(z—b
de F(z).

Exercice 5 Calculer les sommes suivantes en utilisant la méthode de décomposition
en €éléments simples :

“+o00 —+00
1

2n+1
Zn2+5n+6 ZnQ(n+1)2

n=0 n=1



TD6 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1

a. Comme 1 est racine, alors on cherche a, b, c des réels tels que

P +2—2=(r—1)(ax® +bx +c)
=ax® + b’ + cx — ax® — br — ¢

=ar’ +(b—a)z®+ (c—b)r —c

En identifiant, on obtient le syteme suivant :

a =1
—a+b =0
—b+c=1
—c= -2
Qui se résoud en :
a =1
b 1
c=2

On en déduit que
P rr—2=(—-1)(2+z+2)

Or le discriminant de z? + x + 2 vaut 1? — 4(2)(1) = —7 qui est < 0. Donc la
factorisation précédente est bien la décomposition en facteurs irréductibles
(car c’est le produit de polynomes de degré 1 et de polynomes de degré 2 avec
un discriminant < 0).

b. Comme —1 est racine, alors on cherche a, b, ¢ des réels tels que

23+ 202 + 32 4+2 = (z — (—1))(az® + bx + ¢)
= (z+1)(az® + bz +¢)
= a2’ + br? +cx 4 ar? +br +c
=ar’ + (b+a)x® + (c+ bz +c

En identifiant, on obtient le sytéeme suivant :

a =1
a+b =2
b+c=3

c=2



Qui se résoud en :

On en déduit que
P rr-2=(+1) (2 +2+2)

Or le discriminant de z? + x + 2 vaut 12 — 4(2)(1) = —7 qui est < 0. Donc la
factorisation précédente est bien la décomposition en facteurs irréductibles
(car c’est le produit de polynomes de degré 1 et de polynomes de degré 2 avec
un discriminant < 0).

c. Comme —1 est racine, alors on cherche a,b, ¢, d des réels (il en faut 4 car
on cherche un polynome de degré 3) tels que

ot — 2% —4a® + 224+ 3 = (v — (—1))(az® 4 ba* + cx + d)
= (z + 1)(az® + bz® + cx + d)
= az® + bx® + ca® + dx + ax® + ba® +cr +d
=ar* +(b+a)2® + (c+b)z? + (cx +d) +d

En identifiant, on obtient le sytéme suivant :

(@ =1
a+b =2
b+c =—4
c+d=2
\ d=3
Qui se résoud en :
a =1
b =-3
c =-1
d=3

On en déduit que z* — 223 — 422 + 22 +3 = (v +1)(2® — 22? — z +3). Il ne s’agit
pas de la décomposition en irréductibles car 23 — 322 — z + 3 est de degré 3.

Comme —1 est une racine double, alors —1 est une racine de z® —32% — x4 3.
Ainsi on cherche a, b, ¢ des réels tels que

2* — 322 —x+3=(v—(—1))(az® + bz +¢c)
= (z + 1)(az® + bz + ¢)
= ax® + ba? + cx + ax® +bx + ¢
=ar’ + (b+a)z® + (c+ bz + ¢



En identifiant, on obtient le sytéme suivant :

a =1

a+b = -3

b+c=-1

c=3

Qui se résoud en :

a =1

b = —4

c=3

On en déduit que 2* — 32 — 2+ 3 = (v + 1)(2? — 42 + 3). Donc
vt —22% — 42 + 22+ 3 = (2 + 1)(z + 1)(2* — 4z + 3)

Or le discriminant de z? — 4z + 3 vaut (—4)? — 4(1)(3) = 16 — 12 = 4 qui
est strictement positif. Les racines de ce polyndéme sont donc r; = %ﬁ =

—(—)+VE _ 442 _ —b—VA _ —(—9)-V4 _ 42
1~ g T ol =—gE = —o— = 5

(x —r)(x—ry) = (x—3)(z —1).
Finalement on a :

= % = 1. Ainsiona z?>—4x+3 =

' —22% — 42’ +22+3=(r+1)(z+1)(z - 3)(z + 1)

Il s’agit bien de la décomposition en facteurs irréductibles.

Exercice 2 On rappelle que a € R est une racine d'un polynéome P(z) si et
seulement si P(a) = 0.
Ainsi pour montrer que a est racine de P(z) + Q(x) il faut remplacer = par
a et trouver O :
Pla)+Q(a) =04+0=0

Donc «a est racine de P(z) + Q(x).
Exercice 3

a. Le polynome z(z + 3) est déja décomposé en facteurs irréductibles. Pour
chaque facteur on crée une fraction avec une inconnue pour cherche la
décomposition en €léments simples. Ce qui donne :

1 a b

- —_ + -
r(x+3) = x+3
On met les fractions au méme dénominateur :

1 a(z +3) bx a(z +3) + bx

z(r+3) z(x+3) * z(z + 3) z(x + 3)
_ar+3a+br  (a+b)r+3a

v(z+3) w(z+3)




Par identification on déduit que a+b=0et3a =1. Doua=1/3etb=—1/3.
On conclut que

1 13 —1/3 1 1
_ Y3 28

x(z + 3) r  x+3 3v 3(z+3)

b. Comme le discriminant de 2? — 3z + 2 vaut (—3)? —4(1)(2) =9 -8 =1 et

est > 0 on en déduit quil y a deux racines : 1, = =Y — =9 vi_ Hl=2et
Ty = ‘b;aﬂ = _(_2331_‘5 =321 =1. Donc 2* — 3z 42 = (z — 1)(z — 2). 1l s’agit la de

la décomposition en facteurs irréductibles.
On cherche maintenant la décomposition en €léments simples en intro-
duisant une fraction par facteur irréductible :

1 __e b alr—1) b(x — 2)
2-3r+2 -1 2-2 (v—-1)(z-2) (z—1)(z—-2)
:a(x—l)—i-b(a:—Q)_aa:—cH—b:U—Qb

(@-D@-2)  (z-1)(@-2)
_(a+Db)r—a—2b
G-D@-2)

Par identification on déduit que a +b =0 et —a —2b = 1. Donc b = —a. On
remplace dans la deuxiéme équation et on obtient : —a — 2(—a) = 1 d’ou
—a+2a=1eta=1. Ainsia=1et b= —1. On conclut que

1 1 1

x2—3x+2:x—1 x—2

c. Le polynome z(z? + 2) est décomposé en facteurs irréductibles car le dis-
criminant de 2% +2 vaut 02 —4x1x2 = —8 < 0. Ainsi on cherche a, b, c des réels
tels que

1 _a  br+c
z(x? +2) —E+x2——|—2
_a(a?42)+ (br 4 o)z
B x(x? +2)
(a+b)z? + cx + 2a
B 2?2 +2

Par identification des numérateurs on obtient :
a-+b =0
c=20
2a =1



D’ou

b =-—1/2

D'ou
112 w2

(2?4 2) r 242

d. Le polynome z?(x—1) est décomposé en facteurs irréductibles : z-z-(z—1).
On cherche donc a, b, ¢ des réels tels que :

1 a b c

22(z —1) J:—i_;—i_x—l
ar +b c

x? +.21:—1
(e +b)(x —1) 4 ca?
B z?(z — 1)

ar? —ax +bx — b+ cx?

22(z —1)

(a+c)x®*+ (b—a)x —b
B x2(x —1)

Par identification des numérateurs on obtient :

a +c=0
—a+b =0
—b =1
D’ou
a =—1
b -1
c=1
On conclut que
1 -1 -1 1
Aa-1) @ T2 o

Exercice 4 Le polynome (z—a)(x—/3) est déja décomposé en facteurs irréductibles.
Pour chaque facteur on crée une fraction avec une inconnue pour cherche la
décomposition en €léments simples. Ce qui donne :

1 _a b
(x—a)(x—ﬁ)_x—a+x—ﬁ

On met les fractions au méme dénominateur :




1 _alz—-p) N blx—a)  alz—p)+ bz —a)

(e-a)e=8 (@-a)z-p) (e-a)lz-pF  (z-a)(z-p)
ar —aa +br — b3  (a+b)xr —aa —bp
(z —a)(z = p) (z —a)(z = p)

Par identification on déduit que a+b =0et —aa—b5 = 1. D'ou b = —a qu'on
remplace dans la deuxiéme équation : —aa — (—a)f = 1. D’om —aa + af = 1.
On factorise par a : a(—a+ ) = 1. Comme § # « on en déduit que —a+ 3 # 0
et quon peut donc diviser par cette derniére quantité : « = 1/(5 — ). D’ou

b=-1/(F—a)=1/(a = 3).

L Y- o)
(x —a)(z - pB) T — x—

Exercice 5

a. A partir de la fraction m on étudie la fraction rationnelle
dont on calcule la décomposition en éléments simples.

On commence par factoriser le polynome z? + 5z + 6. Son disccriminant
vaut 52 — 4% 1% 6 =25 — 24 = 1. D’ou les racines sont r, = ‘b;ra\/g = ‘5;“/I = -2
et ry = =YL = 3. Ainsi 2% + 52+ 6 = (z —7)(z —12) = (z — (—2))(z — (—3)) =
(x +2)(x+ 3). Il s’agit de la décomposition en facteurs irréductibles. On peut
donc maintenant chercher a décomposer la fraction en éléments simples. On
cherche a et b deux réels tels que

1
2245246

1 a b
(x +2)(x + 3) _x+2+x+3
_a(r +3) +b(r +2)
(2 +2)(x+3)
(a+b)x +3a+2b

(x +2)(z + 3)

Par identifiation entre les numérateurs on obtient le systéme : a +b =0 et
3a+2b=1. D'ou b = —a qu'on remplace dans l'autre équation : 3a+2(—a) = 1.
Donc 3a —2a =1 et a = 1 Ainsi b = —1. On conclut que

1 1 1
?2+5x+6 w+2 x+3
D’ou pour toutn € N :

1 1 1
n2+5m+6 n+2 n+3

- . - - . 1
On en déduit que le terme général u,, = P e est de la forme a, — a, 1
avec a,, = #2 car a,.; = L

m = .= (remplacer n par (n + 1)). Comme (ay,)
tend vers 0, alors d’apres le théoréme des série téléscopiques :



+oo
1 . 1
E —_ =gy — lim a, = —— = —
n?4+5n+6 n—-+o0 042 2

n=0
b. On pose u, = % On cherche a développer la fraction rationnelle
2x+1
z?2 (111)2 :

Le polynome z%(z + 1)? est le produit de polynome de degré 1: z-x-(z+1)-
(x + 1) donc on cherche la décomposition en éléments simples sous la forme

20 +1 a b c d
x2(x+1)2:z+ﬁ+x+l+(x+1)2
_ar+b  clr+1)+d
2 * (x +1)2
(az +b)(x + 1) + (c(z + 1) + d)z?
B x2(x + 1)?
~(ax+b)(2® + 22+ 1) + (cx + c + d)a?
2?(x +1)2
_ax® +2ax® 4 ax + bx? 4 2bx + b+ cx® + ca® + da®
B x?(x 4+ 1)?
(a+c)x*+ 2a+b+c+d)r*+ (a+2b)xz +b
B x%(x + 1)?

Par identification entre les numérateurs on obtient

a +c =0

2a+ b+c+d=0
a—+2b =2

b =1

Comme b = 1, alors a + 2b = 2 donne a + 2 = 2 et donc a« = 0. De plus
a+c=0donc 0+ c¢=0 et donc ¢ =0.
Comme 2a +b+c+d=0,alors2-0+1+0+d=0doncd=—1. Donc

a =0

On en déduit la décomposition en €léments simples :

20 +1 1 1

2@x+1)2 22 (z+1)?

D’ou
Up = Qp — Qp41



avec a, = -y (car a, ; = m). Comme (a,) tend vers 0, on déduit du théoréme

des séries téléscopiques que

“+oo

Zﬂ—a— lim a —i—O—l
1n2(n+1)2_ st M 12 N



