TDS5 - Analyse 2

Exercice 1 On considére la suite (u,) définie par récurrence : wu,; = f(u,)
avec f(r) = ge " +1etug € [0,2].

a. Montrer que [0, 2] est un intervalle stable pour f. En déduire que la suite
(u,) est bornée.

b. Montrer que f est k-contractante avec un k € [0, 1| a préciser.

c. En déduire que f admet un unique point fixe dans l'intervalle [0,2] que
l'on notera a. Que déduit on aussi pour (u,) ?

Exercice 2

a. On considére la suite (u,) définie par la récurrence suivante : wu,; = 4 +1
avec uy = 1. Déterminer une formule explicite de u,. Calculer la limite de (u,,).

b. On considére la suite (u,) définie par la récurrence suivante : wu,.; =
3u, — 1 avec ug = 1. Déterminer une formule explicite de u,,. Calculer la limite
de (uy).

Exercice 3 En utilisant une comparaison de type u, < v,, étudier la nature
des séries suivantes :

1 1 1 1+
— E(6/n) :

n(n+1) n22n nn n

Exercice 4 Trouver un équivalent simples des suites suivantes et en déduire
la nature des séries associées :

2n — 1 n-+1 1
3n 41 n+n+1 nnl/n

Exercice 5 Montrer que les séries suivantes divergent grossiérement :

i, 1 In(1+n) n+1 1
n? In(n) n+ 2 nt/n

Exercice 6 En utilisant un développement asymptotique déterminer la na-
ture des séries de termes généraux suivants :
1 n+1

1/n _ 2/n - 1
e e —i—n n(n+2

)



Exercice 7 Soit u, = .

a. Montrer par récurrence que n! > 2" pour tout n > 4.
b. En déduire que la série des u, converge.
Exercice 8 Etudier la nature des séries suivantes :

e )




TD5 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1

a. On étudie les variations de f. La dérivée de f est f'(z) =

I Py
l—x

e *. Donc f’ est positif sur [0, 1] et négatif sur [1,2]. Donc f est cr01ssante
sur [0, 1] et décroissante sur [1,2]. On Calcule donc f(0), ( ) et f(2) pour
déterminer f([0,2]). On a f(0) =1, f(1) = 5~ + 1 et f(2) = 5 + 1. Comme
f(1) ~ 1,18 et f(2) = 1,14. Donc f([0,2]) = [f(0), f(1)] C [0,2]. Donc [0,2] est
stable par f.

On en déduit que pour tout n, u, € [0,2] car u, € [0, 2].

b. On étudie les variations de f’. Comme f'(z) = 15%e™", alors f”(z) = Ste "+

lemm = 2=2¢77 Donc f”(z) est négatif sur [0, 2]. Donc f’ est décroissante sur

0,2]. Donc f'(0) = 1/2 et f'(2) = Ste™? ~ —0,068 > —1/2. Donc |f'(z)| < 0,5

pout tout z € [0,2]. Donc f est 0, 5-contractante.

c. Drapres le théoréme du point fixe, comme f est contractante et continue,
alors f admet un unique point fixe sur [0, 2| (qui est attractif). De plus la suite
(u,) converge vers a.

Exercice 2

a. Onar =r/2+1doncr = 2. Donc u, —r est une suite géométrique de
raison 1/2. Donc u,, :r+02in. Orug=r+CdoncC=ug—r=1—-2=—1. On
en déduit que u, = 2 — 5; pour tout n € N. Ainsi (u,) converge vers 2.

b. Onar =3r+1doncr = —2. Donc u, —r est une suite géométrique de
raison 2. Donc u, =7+ C2". Oruy=r+C donc C =ug—r=1—(-2) =3. On
en déduit que u,, = —2 + 32" pour tout n € N. Ainsi (u,) diverge vers +oo.

Exercice 3 1in+1< % donc la série converge.
5 1 donc la série converge
nln < (pour n > 2) donc la série converge.

E(6/ n) = 0 pour n > 7, donc la série converge.
1+ 5%

Tl2 277,

> 1 donc la série diverge.

21 ~ (2/3)" donc la série converge.

ntl 1 Ari
-7 ~ 7z donc la série converge.

—L~ ~ 1 donc la série diverge. Car n'/" = exp(:In(n))
vers 0.

Exercice 4




Exercice 5 1 + 5 L tend ver 1.

lnl(nl(:;‘) — ot );l(nrf)H n) =1+ 1n(1(+)” tend vers 1 car le deuxiéme terme tend vers
0/ + oo.

ntl tend vers 1.
Comme n'/" tend vers 1, alors 1/n'/" tend vers 1.

Exercice 6 c¢'/" —¢?/"+ 1 =_31 4 (1) donc la série converge.

n

In(2l) = ln(i%):ln(l—i-%)—ln(l—k 2) Orln(l+1) =140 )etln(1+ 2y —

2 +0(+) donc ln(”jg) = %— 24+0(2) = —1+0(+). Donc In(%E) ~ —1 qui est une

dlvergente Donc In(2 ) est une série dlvergente

+

Exercice 7

a. On pose H, : n! > 2" pour n > 4. Comme 4! = 24 et que 2 = 16, alors Hy
est vraie. On suppose H, vraie. Comme (n+ 1)l =n(n+1) > 2"(n+1) et que
n+1>2carn >4, alors (n+1)! > 2".2 =2""!, Donc la propriété H, est vraie
pour tout n > 4.

b. Comme la série des 1/2" converge, alors la série des u,, converge.



