TD12 - Analyse 2

Exercice 1 Dire, en justifiant, si les fonctions suivantes sont intégrables
sur [1, +oo[ en utilisant la méthode des équivalents :

z+1 1 R 1 e + 2 In(2 + 1) 2% 141
In(2 + -) : - — =)
222 + 3 x »w+r 2+e® L+ 22+ 1 37 x

Exercice 2 Dire, en justifiant, si les fonctions suivantes sont intégrables
sur |0, 1] en utilisant la méthode des équivalents :

1 1 2 + 12 3+ = 3+ L
—In(1 —1In(1 = 5-2%37°
\/En( + ) xn( + ) P g 7+ 1

Exercice 3 Montrer que In(1+5-)— 5= est intégrable sur [1, +oo[ en calculant
un développement asymptotique a 'ordre —2 en +oo.

Montrer que \/ 14+1-— \/ 1+ 2 n'est pas intégrable sur [1, +oo[ en calculant
un développement asymptotique a 'ordre —1 en +oo.

Exercice 4 Soit f une fonction continue, positive, décroissante et intégrable
sur [0, 400/

a. Montrer que f(k+ 1) < f(z) pour tout z € [k, k + 1] et tout entier k£ € N.
b. Montrer que f(k+ 1) < :H f(z)dz pour tout k € N.
c. Montrer que > ;_, f(k+1) < "H f(z)dx pour tout n > 0.

d. On note S, = ) ,_, f(k) la somme partielle de la série ) f(k). Montrer
que (S,) est croissante.

e. Montrer que S, < f(0) + [ " f(z)dz pour tout n € N.
f. Montrer que fo x)dr > [ mH g dx aTlaide de la relation de Chasles pour
tout ¢t > n + 1. En déduire que fo z)dx < f x)dx pour tout n € N.

g. Montrer que la série ) f(k) est convergente.



Exercice 5 On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi exponentielle si
sa densité est f(z) = e * sur [0, +o0].

a. Montrer que f est intégrable sur [0, +oo[ et calculer f0+°° e *dux.
b. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 6 On dit quune variable aléatoire X suit une loi de Cauchy si sa
densité est f(z) = 115 sur R.

T 1+z2

a. Montrer que f est intégrable sur R (sans calculer la valeur de [, f(x)dx).

b. Montrer que X n'admet pas d’espérance (c’est-a-dire que la fonction x f ()
n’est pas intégrable sur R).



TD12 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1

a. ;;;131 n(l+1).

Par la regle des équivalents des fractions rationnelles en +oo, 2”5;:13 ~ gy =

5-- De plus In(2 + 1) tend vers In(2) lorsque = — +oo. Donc ;5-51In(1 + 1) ~

5= In(2) qui n'est pas intégrable sur [1, +oo[ (Riemann a = 1). Donc la fonction

5oz In(1+ 1) n'est pas intégrable sur |1, +ocl.

1+z | 1
b 34+xr  2+4e "

Par la régle des équivalents des fractions rationnelles en oo, lrjfw ~ =
x%. De plus, 2+¢~* tend vers 2 lorsque = — +o0. Donc 5 + — tend vers ; lorsque
r — +00. Donc ;;j:; ‘3 +i - ~ 51 qui est intégrable sur [1, +o0] (Rlemann a=2).

Donc la fonction ﬁfm ‘3 +e - est intégrable sur [1, +o0]|.

eT+2

C. L
e + 2 est équivalent 4 e” car 12 = 1 +2¢7* — 1 lorsque = — +o0o. De plus
1 + — 1 lorsque © — +00, donc 1 + 2 ~ 1. Donc ¢ +2 ~ e* lorsque xr — +o0.

Comme e > 1, alors ¢” n'est pas 1ntegrable sur [1, +oo[ Donc i—*f n'est pas
intégrable sur [1, +oo|. '

d In(2+1)
241

In(2 + 1) tend vers ln( ) lorsque © — +oo. De plus r? + 1 ~ 2? lorsque
In(2+1) n(2) In(2+1)
2+ 22+1

r — +o0o. Donc
1, +00].

) Jorsque z — +o00. Donc est intégrable sur

T
e. 2% x+1

Qi = 2*3* = 6*. De plus xT“ est équivalent a 1 lorsque z — +o00. Donc

w

32,2 2l lorsque xr — +o00. Comme 6 > 1, alors 6 n'est pas intégrable sur
[1,+00[. Donc = % n'est pas intégrable sur [1,400[.

Exercice 2
a. % In(1+ z).

Comme In(1 + z) ~ x lorsque « — 0, alors —-In(l + ) ~ = = /x = ; avec
a = —1/2. Donc fl n(l + z) n'est pas intégrable sur |0, 1].



b. 1In(1+x).
Comme In(1+ ) ~ x lorsque « — 0, alors 2 In(1+z) ~ 2 =1= —- avec a = 0.
Donc = In(1 + z) n'est pas intégrable sur |0, 1].

2422
c. HL 2 2
En 0, 2% ~ 2 qui n'est pas intégrable sur ]0,1]. Donc 2L n'est pas

intégrable sur |0, 1].

3+

/T

d. e
3+ f f lorsque = — 0 car

3+ o= 1
= =Vz(3+ —=)=3Vr+1
e Ve

qui tend vers 1 lorsque x — 0. De plus 2+ x est équivalent a 2 lorsque = — 0.

;r Jf ~ 3.7 lorsque z — 0. Or f est intégrable sur |0, 1] donc 3+f est
intégrable sur ]0 1].

1
3+
241

1/
1 Y p—
242 1/x

1

3+ & ~ - lorsque  — 0. De méme 2 + 1 ~ 1. Donc ° 1

H
8s

1

Or ! n’est pas intégrable sur ]0, 1]. Donc 3213 n'est pas intégrable sur |0, 1].

f. 5.2737".
Comme 5 - 2”377 vaut 5 en 0. Or 5 est intégrable sur |0, 1] (Riemann avec
a = 0). Donc 5 - 27377 est intégrable sur |0, 1].

Exercice 3

a. On pose X = -. Quand z — +o0, alors X — 0. Donc In(1+X) = X - XTZ +

o(X?). DonCIH(1+ z>_21x_24:p2+0< ;). Ainsi In(1 + 5;) — 50 = —g= + 0(52)-

Donc In(1 + 5-) — 5= ~ —57 lorsque  — +00. Comme — SiQ est intégrable sur

[1,400], alors In(1 + 5-) — 5= est intégrable sur [1, 400

b. On pose X = 1. Quand z — +oo, X = 0. Donc v1+ X =1+ X + o(X)
lorsque X — 0. Donc {/1+ % =14 &= + o(2) lorsque = — +oo.



De méme /1 + 2 =1+ 12+ o(2). Ainsi

i
1 1 1
RETIRE
—1 1
=5, T

Donc \/1 + o = \/1 + =~ lorsque r — +oo. Or o nest pas intégrable

sur [1, +oo[. Donc \/1 +2— \/1 + 2 n'est pas 1ntegrable sur [1, +oo].
Exercice 4

a. Comme f est décroissante sur [k, k + 1], alors f(k + 1) < f(x) pour tout
x € [k, k+1].

b. Comme f(k + 1) < f(z) sur [k, k + 1], alors en intégrant on obtient :
[EFk + Vda < [ f(a)de. Or [ f(k + V)da = f(k + D] = flk+1)(k +
1—k) = f(k+1). Donc f(k+ 1) < ,f“f(m)dx.

c. Ensommantl'inégalité précédente pour toutk: € [O n} on obtient : Ek _o J(k+
) <> Oka dx Par Chasles, Y7, [¥ f(a)de = [ f()de + [7 f(z)da +
A fa)de = [ f (@) de.

d. Comme f est positive, alors f(k) > 0 pour tout k. Donc S, — S, =
f(n+1) > 0 pour tout n € N. Donc (5,) est croissante.

e. Drapres c) : > . (f(k+1) [ " f(z)dz. Donc par décalage d'indice on
obtient : Zﬂ f(k) g 0"+ f(x )da:. Donc S,;; — f(0) < [ f(z)dz. Donc
Sn-‘rl < f f”‘H

f. Par Chasles, pour tout t > n + 1, [, f(z)dx = "Hf( du + fo
Comme f est positive, alors [ | f )dx > 0. Donc [} f(x)dz > [ f(x)dx.

Comme | est intégrable sur . [} f(z)dz converge vers fo f(z)dz.
Donc [, f(z)dx > [ f(z)da.

g. Comme (S5,) est croissante et majorée par f(0 f x)dz, on en déduit
que (S,) converge et que la série > f(k) est convergente

Exercice 5



a. [retdr=[-e"y=—e"t~ (e =—e'+1—1lorsque ¢t — +oo. Donc
e * est intégrable sur [0, +oo| et f0+°° e dr = 1.

b. On fait une intégration par parties : u =z et v/ = e *.

t t t
/ ve tdr = [—e "all — / 1(—e ®)dz = —te™" — 0+ / e "dr = —te”" + [~}
0 0 0

=—tel—e 'l —(—e ) =—~tet—e"+1

Or te™! — 0 par croissance comparée et e~* tend vers 0 lorsque ¢t — +oo.
Donc ze~* est intégrable et f0+oo zre *dr =1. Donc E[X] = 1.

Exercice 6

a. Comme f(z) ~ - en +oo et que —; est intégrable sur [1,+oo[ et sur

| — o0, —1] (Riemann avec a = 2 en +oo et en —o0). Et comme f(z) est continue
sur [—1,1], on en déduit que f est intégrable sur R.

b.

714 22 o
— +00

/0 - dr = i[hl(l +a?)p = %(ln(l +1%) — In(1))

lorsque = — +o0.
Donc z f(z) n’est pas intégrable sur [0, +oo[ et donc z f (z) n'est pas intégrable
sur R et donc X n‘admet pas d’espérance.



