TD11 - Analyse 2

Exercice 1 Pour chacune des intégrales suivantes dire s’il s’agit d'une intégrale
classique ou d'une intégrale impropre dont I'existence doit étre justifiée.

1 1 1 1 +o0 1 0 1
/ In(z)dx / In(1+2?)dz / dx / dx / dx

Exerclce 2 Démontrer, a l'aide de la définition de l'intégrabilité, que —; et
5= sont intégrables sur [1, +oo[ et que In(z) est intégrable sur |0, 1]. Calculer

—+o00 1 “+o0 1 1
/ —dx / —dx / In(z)dx
1 1 0

Exercice 3 Démontrer, a laide de la définition de l'intégrabilité et d'une
intégration par parties, que ( ) est intégrable sur [1, +oo[ et calculer [ oo ) g

2

Exercice 4 Démontrer, a I'aide de la définition de l'intégrabilité et d'une
décomposition en €éléments simples, que ﬁm est intégrable sur [3, +oo] et

calculer [, 1 —da.

Exercice 5 Selon le théoréme des intégrales de Riemann :
Est ce que 1 est intégrable sur ]0, +oco[ ? sur ]0,1] ? sur [1,+oo[ ?
Est ce que Z; est intégrable sur ]0, +-o0[ ? sur ]0, 1] ? sur [1, +oo[ ?

Est ce que /z est intégrable sur |0, +oo[ ? sur |0, 1] ? sur [1,+oo[ ?

° - 1 1 - .
Exercice 6 Démontrer que zay < gz sur [l,+ocf et en déduire que

=2 est intégrable sur [1, +oof.
Démontrer que W < 2 sur [0, +oo[ et en déduire que

est intégrable sur [1, +oo|.

1
z3 In(e+z2)+2y/x

Exercice 7 Démontrer que xia pour touta >1letxz >e.

@ ln(a:) —

En déduire que est intégrable sur [e, +oo| pour tout a > 1.

1
z%In(x)

En déduire que est intégrable sur [c, +oo[ pour tout a > 1, Ve > 0.

_1
% In(x)

Exercice 8 Soit « € R. Montrer que — est 1ntegrable sur [a + 1, +oo] et

der = 1.

)
montrer a 'aide d'un changement de Varlables que fa T

(z— a)2



TD11 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1 fo In(z) est une intégrale impropre car In(z) n’est pas définie en 0.
fol In(142?)dx est une intégrale classique car In(1+z?) est continue sur [0, 1].

1 . - . . - .
fO %dx est une intégrale impropre car - n’est pas définie en 1.
—x 11—z

1+°° %dm est une intégrale impropre car - n'est pas définie en 1 et car
—x 1-x

la borne supérieure est +oo.

0

T dx est une intégrale classique car — est continue sur [—1,0].

Exercice 2

1.1 -1,1 1
t _ t __
/—df’”— h=SlEh =5 G073

lorsque ¢ — +o0o. Donc % est intégrable sur [1, +oo et [ Ldz = 1/2.

b1 1 ;o 11

1011 1
Cdp = [~ 9wt
» =l T ngle

e = el ) —21n< )

lorsque ¢ — +oo. Donc 1/2° est intégrable sur [1, +oo et [["™ Ldx

2In(2) *

Sachant qu'une primitive de In(z) est 2 In(xz) —z sur |0, 1] (on peut retrouver
ce résultat a 'aide d'une IPP) on a :

/1 In(r)dz = [zIn(z) —z]; = 1In(1) = 1 — (¢tIn(t) —t) = =1 —tIn(t) +t — —1

lorsque ¢ — 0 car ¢ In(t) tend vers 0 lorsque ¢ — 0 (croissance comparée). Donc
In(x) est intégrable sur |0, 1] et fol In(x)dr = —1.

Exercice 3 On pose u' = 2; et v = In(z). On choisit u = —

[ = e = [ e = o (g + [ e

x? 1
In(t) 1, In(t) 1 1 In(¢) 1
= —Z [ == S (i 411
;o tlegh ;T ) G
lorsque t — +oco. Donc In(z)/z? est intégrable sur [1, +oo et f+°o h’x Jdz = 1.



Exercice 4 Il faut décomposer ﬁ en €éléments simples. Comme A =

(—=3)*—4%1%2=9-8 = 1. Donc z; (3)1+f 3l — 9. Donc a4y = UYL Vi,
Donc z? — 3z 42 = (z — 2)(x — 1). Donc on cherche des reelsaetbtels que

1 __e b alz—2) N bz—1)  (a+Db)xr—2a—b

—32+2 2-1 z2-2 (z-D@-2) @@-D-2) (z—1)(z—-2)
Par identification, a+b=0et —2a—b= 1. Donc a = —b et —2(—b) —b = 1. Donc
b=1eta=—1. Ainsi

-1 1
2—-3rx+2 -1 x-—2

t 1 t t
/3 gl = (e = D]y + n(z — 2
=—In(t—1)— (~In(3—1)) + In(t — 2) — In(3 - 2)

t_2)+ln(2)

|
(3

Or =2 tend vers 1 lorsque ¢t — +oo par la reégle des fractions. Donc ln(—f) tend

Vers O lorsque ¢ — +o0. Donc ——— — estintégrable sur (3, +o0o| et f3 P 31+2
In(2).

Exercice 5

a. 1/x = 1/x'. Donc cette fonction n'est pas intégrable sur |0, 1] ni sur [1, +oo|
ni sur |0, +ool.

b. 1/2%. Cette fonction est intégrable sur |1, +oco[ mais pas sur |0, 1] ni |0, +oo].

c. /z = 1/z7'/2. Cette fonction est intégrable sur |0, 1] mais pas sur |1, +oo|
ni |0, +oo].

Exercice 6 Surz > 1l,onax >0. Donca®*+ 22 +2+1>0+22+0+0 > 0.
Donc en inversant on change le sens de l'inégalité. Donc
[1, 4-00l.

1 1
x34z2+r+1 < gz Sur

Comme la fonction % est intégrable sur [1, +oo| et que ———

alors ———- est intégrable sur |1, +ocl.

est positif,

Sur x > 0, e + 2% > e, donc In(e + z?) > In(e) = 1. Donc z®In(e + 2?) > z*

Donc z31In(e + 22) + 2y/z > 23 > 0. Ainsi W < = sur [0, +ool. N

Comme 2 est intégrable sur [1,+oo| et que

[1,+ool et que sy < 55 sur [1, +oof alors
sur [1,4o00].

est positif sur
est intégrable

1
z3 In(e+z2)+2y/x
1
x3 In(e+x2)+2/x)



Exercice 7 Soit a> 1 Si x > e, alors In(x) > In(e) = 1. Donc z*In(z) > z® car
x* > 0. Ainsi < Zsix>e.

xal()

Comme ¢ > 1, alors - est intégrable sur [1, +o00[ et cette fonction est con-
tinue sur [1,¢], alors xi est intégrable sur [e, +oo[ Comme iy est positif

sur [e, +oo|, et que T(x) < - sixz >e, alors ﬁ est intégrable sur [e, +00].

Comme
[e, +ool.

est continue sur |0, +oo[. Alors est intégrable sur

1 1
2% In(zx) z% In(x)

Exercice 8 On pose le changement de variables : ©u =x —a. Donc z = u+a
et dr = du. Ainsi

| —1 -1 -1 1
—du=[—] = - 11
/1 ™ [ u I t—a 1 a—t *
lorsque t — +o00. Donc e )2 est intégrable sur [a + 1, +o0[ et f T la) dr = 1.

En fait, on pouvait faire sans changement de variables aussi rapidement

/t Ly [_1 It ! - L 150
xTr = = _ =
hnr—a t—at t—a a+l—a a—t

lorsque ¢ — +00. Donc = )2 est intégrable sur [a + 1, +o0[ et f i ;daz =1.



