TD10 - Analyse 2

Exercice 1 A l'aide d'une ou plusieurs intégrations par parties, calculer les
intégrales suivantes :

/1 8(233 + 3) In(z)dx /0 3(x +1)e* dx / - In?(z)dx

Exercice 2 Calculer [ z"In(z)dz pour tout entier n € N et retrouver le pre-
mier résultat de I'exercice précédent.

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de
variable proposé.

a. f01(2:c +3)In(2? + 3z + 1)dz avec o(z) = 22 + 3z + 1.

b. fo :1:2Jf2—;1+1 dr avec ¢(r) = 2° + 2z + 1.

c. [[=2 @ gy avec o(x) = In(x).

Exercice 4 En inversant le changement de variable, calculer l'intégrale

suivante : [ Topdt avec x =1+ V1.

Exercice 5 Soit une fonction continue sur [—1, 1] qui est impaire (c’est-a-
dire que f(—x) = —f(x) pour tout x € [—1, 1]). Montrer que f_ll f(z)dz = 0.

Exercice 6 En utilisant une intégration par parties, trouver une relation
de récurrence pour la suite (u,) définie par u, = [ In"(z)dz pour tout n € N.
Calculer u, et en déduire u; et u, a I'aide de la formule de récurrence.

Exercice 7 Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur leur en-
semble de définition.

T+ 2 »+r+1 4+ x+3
(x —1)2 r+1 22 —2x+1

Exercice 8 En inversant le changement de variable, calculer l'intégrale

. . 3In(2) gt o 7
suivante : () Viger Avec T = v 1+ et.




TD10 - Analyse 2 - Corrections

Exercice 1

a. [ (2z+ 3)In(z)dx.
On pose u(z) = In(z) et v'(z) = (2z + 3). Donc v/(z) = 1/z et v(z) = 2* + 3z.
Ainsi
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b. fog(x +1)e?e.
On pose u(z) = (z + 1) et v'(x) = €**. Donc v/(z) = 1 et v(z) = 3. Ainsi
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c. [FIn?(x)de.
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On pose u(z) = In*(z) et v'(z) = 1. Donc v/(z) = 21 In(z) et v(z) = z. Ainsi

2e 2e 2
/ In*(z)dr = [z In®(x)]* — / - In(z)dx
‘ ‘ 2e
=2 -1n*(2) —e-1— 2/ In(z)dx

On utilise de nouveau une intégration par parties pour calculer la deuxiéme
intégrale. On pose u(z) = In(x) et v'(x) = 1. Donc v/(z) = 1/z et v(x) = z. Ainsi
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= 2¢ - In® 26) —e—2(2eln(2e) —e- 1 — [z]>)
= 2¢In?(2e) — e — 2(2eIn(2e) — e — (2¢ — ¢))
= 2¢In*(2e) — e — 4eln(2e) + 4e

— 2¢In®(2e) — 4eln(2e) + 3e

= 2e(In(2) + In(e))? — 4e(In(2) + In(e)) + 3e
= 2¢(In*(2) +21In(2) + 1) — 4e(In(2) + 1) + 3e
= 2¢In*(2) + 4e ln( )+ 2e —4eln(2) — 4e + 3e
= 2¢In?(2) +

xn+l

Exercice 2 On pose u(z) = In(z) et v'(z) = 2". Donc v/(z) = 1/x et v(x) = T
Alors
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On retrouve le résultat précédent ainsi :



/e(2m +3) In(z)dr = 2 /e ot In(z)dx + 3/8 2° In(z)dz
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Exercice 3

a. Comme p(r) = 22 + 3z + 1, alors ¢'(z) = 2z + 3. Alors en posant t = p(z),
onat=¢0)=0"+3-0+1=1quandz=0ett=p(l)=1*+3-1+1 =5 quand
r = 1. Alors

/0 (22 + 3)In(2? 4+ 32z + 1)dx = /0 o' (z) In(p(x))dr = /1 In(t)dt

Or une primitive de In(z) est zIn(xz) — = (a I'aide d'une IPP). Donc

/1(2x +3)In(z® + 3z + 1)dz = [vIn(z) — 2]} = 5In(5) — 5 — (11In(1) — 1)
—5In(5) — 5+ 1=5In(5) — 4

b. Comme p(x) = z? + 2z + 1, alors ¢/(z) = 2z + 2. Alors en posant ¢ = p(x),
onat=p0)=0"+2-0+1=1quandz=0ett= (1) =1*+2-1+1 =4 quand
z = 1. Donc

1 x+1
/o (@ 420+ 1) / 290( Py e = /

162, -1,1 11

= (= —= 1
=3l 5 =75 12) Tl Y
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416 167 64

c. On pose ¢t = ¢(z). Alors ¢/(z) = 1. Donc ¢t = ¢(1) =In(1) = 0 quand z = 1
ett =¢p(e) =In(e) = 1 quand x = e. Alors

Afm(@dxzzim@»%ﬂ@m:iétMW=ﬁﬂ#=U3—W3=1B
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Exercice 4 On pose v = 1 ++/t. Donc v/t =z — 1 ett = (z — 1)%. Ainsi
dt = 2(x —1)de. Quand t = 0, alors v = 1 ++/0 = 1 et quand t = 4, alors
r=1++v4=1+2=3. Donc

r

—1)dx
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2> —3x+3— —dx
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=2[% — 3= + 3z — In(2)]}

3 "2
:2(3;—33;4—3-3—111(3) (%3—31;+3 1 —In(1)))
:2(9—%7+9—1n(3>—§+g—3—0)
:2(15—§+;—%—ln(3)
:2(15—22—4—%)—2111(3)

—2(90_22_2)—21n(3)
:2E—21n(3) = E—ln(9)

Exercice 5 Par Chasles, on a f_ll f(x)dx = ffl f(x)dz + fO r)dr. On pose le
changement de variable z = —t dans la premiére 1ntegrale Donc de = —dt.
Alors comme f est impaire on a :

/f dx—/(lf(— /f
/ (bt = /f —/Of(t)dt

Donc

/_jf(fﬂ)dx:—/Olf(t)dt+/01f(:c)dx:—/Olf(g;)dx+/Olf(x)dx:



Exercice 6 Soit n > 1. On utilise une intégration par parties sur u,. On
pose u(z) = In"(z) et v'(z) = 1. Donc u/(z) =nln" '(z) et v(z) = z. Alors

unzzuz%ln”(x)::[xln”(xﬂf-—uzwvzéln”l(x)xdx

=eln"(e) —1In"(1) — n/ In" ! (z)da
1
=€ — NUp_1

Donc pour toutn > 1, u, = e — nu,_1.

Calculons uyg. . .
uy = / In’(z)dx = / ldr =e—1
1 1

ug=e—1

Ainsi

wm=e—1l-ypy=e—(e—1)=1
Uupy=e—2-uy=e—2-1=e—2
us=e—3-up=e—3(e—2)=-2e+6

Exercice 7

42
a =12

Comme le degré de la fraction rationnelle est —1, on cherche la décomposition
en éléments simples. (r — 1)? est déja décomposé en facteurs irréductibles.
Donc on cherche «a et b tels que

T+ 2 a b
(x—1)2_x—1+(:c—1)2
a(xr —1) b
(x—1)2  (z—1)?
ar —a+b

(z —1)?

ar+ (b—a)

(z —1)?

Par identification on obtienta =1etb—a =2 donc b =a + 2 = 3. Ainsi

T — 2 1 3

G—12 -1 (@=1p

Ainsi les primitives de ﬁ sur R\ {1} sont In(|z—1|) —3-5+C avec C € R.



3+x+1
b. ol

Comme le degré de la fraction rationnelle est 3 — 1 =2 > 0, on cherche a, b
et c tels que
4+ r+1= (a2’ +br+c)(z+1)+d
=azr® +bx® +cx+ar® +br+c+d
=ax’ + (b+a)2® + (c+ bz + (c+ d)

Par identification, on obtient le systeme a = 1, b+a =0, c+b=1etc+d = 1.
Donca=1,b=0—a=—-1,¢c=1-b=1—(-1)=2etd=1—-c=1-2=—1.
Ainsi 2> + x4+ 1= (22 — 2z +2)(x + 1) — 1. Donc

B+l 1

La fraction rationnelle est déja décomposé en €lements simples. Donc

1
r+1 )
les primitives sur R\ {—1} sont x—; - %2 + 22z — In(|z + 1|) + C avec C € R.

c. Zltz+3
2 —2x+1
Comme le degré de la fractionnelle est > 0, on cherche a, b, c tels que
?+r+3=a(z®—22+1)+ (br +c)
= az? — 2ax 4+ a + bx + ¢

= ar® + (b—2a)r + (a +c)

Par identification, on en déduitque a =1, b—2a =1 eta+c= 3. Donca = 1,
b=1+2a=3etc=3-a=3-1=2. Ainsi 2>+ 2 +3=1(2*> -2z + 1)+ (3z + 2).
Donc

?+x+3 . 3z + 2

22 —2x+1 +x2—2x+1
Calculons maintenant la décomposition en €léments simples de xfﬁ”;; QH.
Le dénominateur z? — 2z + 1 doit étre décomposé en facteurs irréductibles.
Comme A = (—2)2—4-1-1=0, et que 32 =2/2 = 1. Ainsi 2* — 2z +1 = (z — 1)
Donc on cherche a et b tels que

3r+2 a b
a:2—2x+1_x—1+(x—1)2
_a(r—1) b
BACESIERA
_ax+ (b—a)
o (@—1p

Par identification, on en déduit que a =3 etque b—a =2 donc b = 2+a = 5.
Ainsi
> +x+3 3 5

Sl N |
2 —=2x+1 +x—1+(m—1)2

Donc les primitives sur R\ {1} sont z + 3In(|z — 1|) — =% 4+ C avec C € R.




Exercice 8 On pose z = V1+et. Donc 22 = 1 + ¢t et ¢ = 22 — 1. Ainsi
t =1In(z* — 1). Quand ¢ = In(3), alors = = /1 + exp(In(3)) = /1 + 3 = 2. Quand
t =31In(3), alors z = /1 + exp(31In(2)) = v/1+ 8 = /9 = 3. Donc dt = —2*-dx.

3In(2) gy 31 oy
= - dz
/1n(3) V1+et /2 ra?—1

3
1

=2 d

/2 2 —1 v

11 faut décomposer —'— en éléments simples. Comme 2> —1 = (z —1)(z +1)
alors on cherche a et b des réels tels que

1_a+b
2—-1 -1 z+1

On met au méme dénominateur :

1 _a(x+1)+b(:p—1)_(a+b)x+(a—b)
x?—1 x?—1 x?—1 x?—1
Par identification entre les numérateurs, on en déduit que a +b = 0 et
a—b=1donca=—-bet(-b)—b=1. Doncb=—1/2eta=1/2. Ainsi

L Ve V)
2—1 -1 z+1

D’ou
31In(2) dt 3 1
/ = 2/ 5 dzx
m@)  VIt+e o v —1
3 3
= / 1/2 dx+2/ 1/2dx
3 1 3
—/ dx —/ ! dx
s x—1 9 x+1
= [ln(:z: — D5 — [In(z + 1]
In(3 — ) In(2—1) - (In(34+1) —In(2+ 1))

In(2) — In(1) — In(4) + In(3)
In(2) — 21n(2) + In(3) = — In(2) + In(3) = In(3/2)




Retiré des exercices finaux

b. [[(z*+z+1)In(z)dz.

On pose u(z) = In(z) et v'(x) = 2*+z+1. Donc v/(z) = 1/z et v(x)

Ainsi

¢ 3 2 e x3 | 22
/ ($2 + x4+ 1) 111(1’) — []n(x)x_ + I_ 4 m]i o / 3 + p) + [de
1 3 2 1 €T
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