Intégration : partie 3

P Intégrales impropres en +oc0.
P Intégrales impropres en 0.
» Théoreme de comparaison.



Intégrales impropres

Pour I'instant on a étudié les intégrales de fonction continue sur un
segment [a, b] ou 'intervalle est fermé.

On va voir dans ce cours comment définir, étudier et calculer des
intégrales comme [*°°e"dx et [ In(x)dx. C'est ce qu’on
appelle intégrale impropre. On va en voir de deux types :

» Lorsqu'on intégre jusqu'a une borne infinie.

» Lorsqu'en une borne, la fonction n'admet pas de limite finie.



Intégrales impropres

Définition

Soit f une fonction continue sur [1,+oo[. On dit que f est
intégrable sur [1, +o00[ ou que ffroo f(x)dx converge (ou est
convergente) si flt f(x)dx converge (vers une limite finie)
lorsque t tend vers +00.

Dans ce cas, on note 1+°° f(x)dx la limite précédente et on
I'appelle intégrale impropre de f sur [1, +ool.

Exemple : % est intégrable sur [1, 400 et 1+°° %dx =1.

1 P +
% n'est pas intégrable sur [1,+oof et [|

. o1 _
Exemple : ~dx = +o0.
Remarque : On peut remplacer le 1 dans la définition précédente

par n'importe quelle constante.



Intégrales impropres

Exemple : % On calcule

[ pdx= i =Ll = (G- =1-{ -1

1X2 t

lorsque t — +o00. Donc 1/x2 est intégrable sur [1, +oo] et
+oo

=1
1

Exemple : % On calcule

/1 —dx = [In(x)]} = —[In(x)] = In(t) — In(1) = +o0

lorsque t — +00. Donc 1/x n'est pas intégrable mais il y a quand
méme convergence de |'intégrale vers +oo donc erOO Ldx = +o0.



Intégrales impropres

Si une fonction n'est pas intégrable sur [1,4o00[ on n’a pas
forcément que f1+°° f(x)dx = 4o00. Soit ce sera le cas, soit cela
tendera vers —oo, soit il n'y a pas de limite comme dans le cas
suivant :

Exemple : sin(x) n'est pas intégrable sur [1,+oo[ et on n'a pas de
divergence vers oo pour l'intégrale. Donc f1+°° sin(x)dx n'a
aucun sens.

En effet :

+o0
/1 sin(x)dx = [cos(x)]} = cos(t) — cos(1)

n'a pas de limite lorsque t — +4o0.



Intégrales impropres

La définition sur | — 0o, 1] est symétrique.

Définition
Soit f une fonction continue sur | — 00, 0]. On dit que f est
intégrable sur | — 00, 0] ou que fo f(x)dx converge (ou est

convergente) si ft x)dx converge (vers une limite finie)
lorsque t tend vers —|—oo.

Dans ce cas, on note ffoo f(x)dx la limite précédente et on
I'appelle intégrale impropre de f sur | — o0, 0].

Exemple : e* est intégrable sur | — oo, 0] et ff’oo e*dx = 1.

Exemple : 1 n'est pas intégrable sur | — oo, —1] et
! %dx = —00.

Remarque : Comme précédemment, on peut remplacer le 0 de la
définition par n'importe quelle constante.



Intégrales impropres

Exemple : ¢*. On calcule
0
/ eXdx =[] =€’ — et = 1
t

lorsque t — —oo. Donc e et intégrable sur | — o0, 0] et
0 x
o efdx =1

Exemple : % On calcule
-1 1 )
/ L= [In(IxP)]e™ = In([ = 1[) = In(]t]) = —oc0
t

lorsque t — —oo. Donc 1/x n'est pas intégrable sur | — 0o, —1] et

[ = o0



Intégrales impropres

Définition

Soit f une fonction continue sur | — 0o, +00[. On dit que f est
intégrable sur | — oo, +00[ ou que fj;o f(x)dx converge (ou
est convergente) si f est intégrale sur | — 00, 0] et [0, +-o0].
Dans ce cas on note [*°° f(x)dx = [, f(x)dx l'intégrale
impropre de f sur R.

Exemple : e Xl est intégrable sur R.

Exemple : €* n'est pas intégrable sur R.



Intégrales impropres

Exemple : e X, Sur [0, +o0] :

t t
/ e Xldx = / e Xdx=[-e =" —et =1
0

0

lorsque t — +oo. Donc e~ Xl est intégrable sur [0, +o0l.

Sur | — 00,0] :

0 0
/ e Mdx = / eXdx =[] =€’ —ef = 1
t t

lorsque t — —oo. Donc eI est intégrable sur | — oo, 0].

On en déduit que e Xl est intégrable sur R et que
Jpe X =14+1=2



Intégrales impropres

Exemple : €* n'est pas intégrable sur R car e n’est pas
intégrable sur [0, +oo[. En effet :

t
/ eXdx = [eX]f = ef — e = 400
0

lorsque t — +o0.



Intégrales de Riemann

Théoreme

. Ve 4z +oo 1 .
Soit a € R. L'intégrale fl 5= dx est convergente si et
seulement si a > 1.

Remarque : On peut remplacer la borne inférieure de I'intervalle
d'intégration par n'importe quelle constante > 0.

Démonstration : Sia > 1:
t 1 Xfa+1 . t.fa+1 1fa+1 1
= = —_ _)
x [—a—l—ll1 —a+1 —a+1 a—1

;o x3
lorsque t — +o00. Donc % est intégrable sur [1, +oo[ et
+0oo 1 — 1
fl FdX—ES|3>1.



Intégrales de Riemann

Sia=1:
/lt %dx = [In(x)]{ = In(t) — In(1) — +o0

1 1 . ;
lorsque t — +o00. Donc ; n'est pas intégrable sur [1, +oo[ et

1+°O %dx = +00.
Sia<1:
t 1 X—a+1 t—a—i—l 1—a+1
—dx = F = — —
1 x? x [—a—|—1]1 —a+1 —-a+1 oo

1 1 . P
lorque t — +00. Donc 5 n'est pas intégrable sur [1, 400 et

f;roo %dx =+4o0osia<l.



Intégrales de références

Théoreme
Soit a > 0. La fonction a* est intégrable sur [1,4o00[ si et
seulement si a < 1.

Exemple : —X et e sont intégrables sur [1, 4o0].

Démonstration : Sia<1:

‘ X ‘ t __ 1 t
/1 a dx:/l exp(x In(a ))dx—[l 7N ) - -

lorsque t — 400 car tIn(a) — —oo car In(a) < 0 et donc
exp(tiIn(a)) — 0. Donc a* est intégrable sur [1,4o00[ et




Intégrales de références
Sia=1:

t t
/lxdx:/ldx:[x]fzt—1—>+oo
1 1

lorsque t — +o00. Donc a* n'est pas intégrable sur [1, +-00[ et

1+°O a“dx = +oosia=1.

Sia>1:

/t adx = /t exp(xIn(a))dx = [iax]i _ 1 (a'—a') — +oo
1 1 In(a) In(a)

lorsque t — 400 car In(a) > 0 et donc tIn(a) — +o0 et donc
exp(tIn(a)) — 4o0o0. Donc a* n'est pas intégrable sur [1, +oo] et
[ a%dx = +oo sia> 1.



Intégrales impropres a bornes finies

Définition

Soit f une fonction continue sur ]a, b]. On dit que f est

intégrable sur |a, b] si ftb f(x)dx tend vers une limite finie

lorsque t tend vers a. Dans le cas ou f est intégrable, on note
b . , _y .

fa f(x)dx cette limite et on I'appelle intégrale impropre.

Exemple : % est intégrable sur ]0, 1].

Exemple : % n'est pas intégrable sur ]0, 1].



Intégrales impropres a bornes finies

Exemple :

1 1 B 1 B
/t\/}dx—[2\/§]t—2(\f Vi) =2

lorsque t — 0. Donc f est intégrable sur ]0, 1] et fol Lax =2

Exemple :

11
[ 5= Il = n() = In(e) = ¢

lorsque t — 0. Donc % n'est pas intégrable sur ]0,1] et
fol Lax = +oo0.

X



Intégrales impropres a bornes finies

Définition

Soit f une fonction continue sur [a, b[. On dit que f est
intégrable sur [a, b[ si f; f(x)dx tend vers une limite finie
lorsque t tend vers b. Dans le cas ol f est intégrable, on note
fab f(x)dx cette limite et on I'appelle intégrale impropre.

1
x|

Exemple : est intégrable sur [—1,0].

Exemple : % n'est pas intégrable sur [—1,0].



Intégrales impropres a bornes finies

Exemple :

/_tllldx:/t k= [2V Ay = 2Vt VD) 2

|x 1
lorsque t — 0. Donc \/M est intégrable sur [—1,0[ et
f 1 \/»dx =2.

Exemple :
/tl %dx = [In(—X)]il = In(—t) — In(1) = —c0

lorsque t — 0. Donc % n'est pas intégrable sur [—1,0] et
f 15 Ldx = —.



Intégrales impropres a bornes finies

Définition

Soit f une fonction continue sur ]a, b[. On dit que f est
intégrable sur |a, b[ si f est intégrable sur ]a, c] et [c, b[ (ou
c €]a, b]).

X

Exemple : Vi

Exemple : X(Xl_l) n'est pas intégrable sur |0, 1].

est intégrable sur | — 1, 1].




Intégrales de Riemann

Théoreme
Soit a € R. L'intégrale fol % est convergente si et seulement
sia<1.

Démonstration : Si a < 1:

! d_[ 1] 1 1 11,1
¢ X2 Ixa 1t " 311 2-11 1-a

lorsque t — 0. Donc L est intégrable sur ]0,1] si a < 1.

Sia>1:

1 1] 11 11
1xalf a—1t1 a2-11 >

lorsque t — 0. Donc % n'est pas intégrable sur ]0,1] si a > 1 et

fol %dx = +00.



Intégrales de Riemann

Sia=1:
1 1 .
/t ;dx = [In(x)]} = In(1) = In(t) = +00

lorsque t — 0. Donc % n'est pas intégrable sur ]0,1] et
fol Lax = +oo0.

X



Fonctions positives

Théoreme

Soit f une fonction positive sur [a, b[ avec a € R et b pouvant
étre fini ou +o00. Si f n'est pas intégrable sur [a, b[, alors

fab f(x)dx = 400 (on dit que l'intégrale de f sur [a, b[ diverge
vers +00).

Ainsi si une fonction est positive, soit |'intégrale impropre est finie,
soit elle vaut +oc.

Remarque : Ce résultat est analogue aux séries : une série de
termes positives est soit convergente soit divergente vers +oc0.

Exemple : f1+°° Ldx < 400 et f+°° Ldx = +oo.

Exemple : fl sin(x)dx n’existe pas.



Théoreme de comparaison

Théoreme
Soit f et g deux fonctions positives et continues sur [a, b[ (ou
b peut étre +00) telles que f(x) < g(x) sur [a, b].

> Si g est intégrable sur [a, b, alors f aussi I'est et

b b
fa f(x)dx < fa g(x)dx
» Si f n'est pas intégrable sur [a, b, alors g ne I'est pas

non plus.
Exemple : 14} 5 est mtegrable sur [1, +oo[
1+1 X12 car 1+ x? > x? sur [1,+oc. Comme 2 5z est |ntegrab|e sur

[1, +o0[ et que 1+X2 est positive sur [1,+oo], alors 1+7 est
intégrable sur [1, 4+o00].



