Intégration : partie 2

» Intégration par parties
» Changement de variable
» Primitives de fractions rationnelles

» Moyenne d'une fonction



Primitive

Théoreme
Soit f continue sur [a, b] et ¢ € [a, b]. Alors [ f(x)dx est la
primitive de f sur [a, b] qui vaut 0 en c.

Cette écriture sera utile pour calculer les primitives a I'aide
d'intégrations par parties.



Intégration par parties

Théoreme
Soient u et v deux fonctions continues sur [a, b]. Alors

b b
/ u'v = [uv]? — / uv/
a a

Démonstration : Une primitive de v'v + v/u est uv. Donc
fab u'(x)v(x) + V/(x)u(x)dx = [u(x)v(x)]5. Donc
fab u’v—i—fab Viu = [uv]? et fabu’v = [uv]? - fabuv’.



Intégration par parties

L'intégration par parties permet de calculer des primitives plus
compliquées. En pratique il faut identifier le bon u et le bon v'.

Exemple : Calculer une primitive de In(x) sur R .
On fait apparaitre un 1 artificiel pour pouvoir intégrer par parties :
J{In(x)dx = [ 1-In(x)dx, on pose u(x) = In(x) et v/(x) = 1.

Ainsi '(x) = 1/x et v(x) = x (on choisit ici 0 pour constante
d'intégration). Ainsi

/1t1 “In(x)dx = [xIn(x)]} — /; %xdx = tin(t) — /1th

=tIn(t) - [x]i =tin(t) —t+1



Intégration par parties
Exemple : Trouver une relation de récurrence pour la suite

—(l_a
hh = Jo gerapdx.
1

On pose u' =1 et V= G On choisit u = x + 0 et
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Intégration par parties

On isole 1,11 pour I'exprimer en fonction de /,. On trouve
1
In+12n = > + (2n+ 1)1,

Donc

1.1

Attention, il s'agit d'une relation de récurrence mais pas de la
forme upy1 = f(up) car la relation fait intervenir I'indice n dans le
calcul de /41 a partir de /,.

In+1 =



Changement de variable

Théoréme
Soit f une fonction continue sur et ¢ : [a, b] — [p(a), p(b)]
une fonction C1. Alors

b ©(b)
/a Flob)) () = | IO

el 2
Exemple : Calculer [+ In“(x)dx en posant le changement de
variable t = In(x).

On pose t = ¢(x) = In(x) sur [1, e] (qui est C! et croissante sur
e 1 3
[L,e]). Alors [ LIn?(x)dx = [ t2dt = [§]§=1/3-0/3=1/3.



Changement de variable

Exemple : Calculer f; ﬁdt en posant le changement de
variable x = 1+ /t.

On pose x =1+ +/t. Donc /t =x — 1 et

(Vt)? = (x —1)2 = x> = 2x + 1. Donc t = x> — 2x + 1. Donc on
pose p(x) = x?> — 2x + 1 qui est C* sur R. Comme x = 1 + /1,
alors si t =0, alors x =1+ +/0 = 1 et si t = 4, alors

x =1+ +/4=3. Comme dt = ¢'(x)dx = 2(x — 1)dx, alors

4 B 3 3
/ *2x x—2/ 1dx—2/ 1dx
0 1—1—\[ 1 1 X

- 2(3 - ) —2(In(3) — In(1)) = 4 — 21In(3)




Changement de variable

Exemple : Soit une fonction continue sur [—1, 1] qui est paire
(c'est-a- dire que f(— ) = f( ) pour tout x € [—1,1]). Montrer

que [1, F(x)dx =2 [5 f(

Démonstration : Par Chasles,
f,ll f(x)dx = fgl f(x dx+f0 x)dx. Comme f est paire, alors

ff)l f(x)dx = ffl f(—x)dx. On pose le changement de variable

t = —x. Donc x = —t et dx = —dt. Quand x vaut 0, alors t vaut
0 et quand x vaut —1 anrs t vaut 1. Donc

0 0 0 1
JoLf(= dX—fl dt) = — [} f(t)dt = —(— [y f(t)dt) =
fol f(t)d fo (car la variable t est muette). Donc

/_11 F(x)dx = /01 F(x)dx + /01 F(x)dx = 2/01 F(x)dx



Primitives de fractions rationnelles

Rappel : on a vu comment calculer la décomposition en éléments
pour une fraction rationnelle dont le degré est < 0.

Théoreme

Toute fraction rationnelle P/Q s'écrit E + R/S telle que le
degré de R/S est < 0 et ou E, R et S sont des polyndmes. E
est appelé la partie entiere de P/Q.

Méthode : On note d le degré de P/Q (c'est-a-dire

deg(P) — deg(Q)). Si d > 0, on cherche des inconnues telles que
P =EQ + T avec E un polyndme de degré d et T un polyndme
de degré strictement inférieur strictement au degré de Q.



Primitives de fractions rationnelles

Exemple : Calculer une primitive de X;‘:ll sur R\ {—1}.

On cherche a, b tels que x?> + 1 = (ax + b)(x + 1) + c. En
développant on obtient :
x>+1=ax>+bx+ax+b+c=ax>+(a+b)x+b+c. En
identifiant on obient le systeme : 1 =a,a+ b=0et b+ c=1.
Donca=1 b=—-a=—-letc=1-b=1—(-1)=2. Donc
x?2+1=(1x—1)(x+1) +2. Ainsi

x*+1 2

x+1 x +X+1

La fraction rationnelle %H est déja décomposé en éléments

simples. Donc une primitive de ’fjll sur R\ {—1} est :

X2

?—x+2|n(lx+1])



Primitives de fractions rationnelles

Exemple : Calculer une primitive de sur R\ {2}.

24+4

On cherche a, b, ¢ tels que x? = (a)(x? — 4x + 4) + (bx + ¢).
Donc x? = ax? — 4ax +4a+ bx + ¢ = ax?> + (b — 4a)x + (c + 4a).
Par identification, a=1, b—4a=0et c+4a=0. Donc a=1,
b=4a=4etc=—4a= —4. Donc

x? = (x> — 4x +4) + (4x — 4). Donc

x? 14 4x — 4
x2—4x+4 X2 —4x+4
On calcule la décomposition en éléments simples de m Or
A=42-4.4.1=0. Donc x> —4x +4 = (x + 2)> = (x — 2)°.
Ainsi on cherche a et b tels que

dx—4 a . b
—4x+4  (x—2)2 x-2




Primitives de fractions rationnelles

4x — 4 a b(x —2) bx+(a—2b)
= + =
x2—4x+4  (x—2)2 (x—2) (x —2)2
Par identification, on en déduit que b =4 et a — 2b = —4 donc
a=—-4+42b=-4+8=4. Donc

X72—1+ 4 + 4
x2 —bdx+4 (x —2)?

xX—2

Ainsi une primitive est x — —*5 + 4In(|x — 2|) sur R\ {2}



Moyenne d'une fonction

Définition
La moyenne d'une fonction f continue sur [a, b| est

1 b
- 3/a f(x)dx

Exemple : La moyenne de x2 sur [0, 1] vaut fol x2dx = %

2
Exemple : La moyenne de x? sur [0, n] vaut fon x?dx =T

Exemple : La moyenne de x? sur [n, n+ 1] vaut

1 3_p3 3 2 _ 13
j‘n”‘f' 2dx = (IH-I% n° _ n’+3n +§>n+1 o2




