Intégration : partie 1

» Primitive
» Primitives usuelles
» Aire sous la courbe

> Théoreme de positivité et comparaison



Primitives

Définition
Une primitive d'une fonction f définie sur un intervalle / est
une fonction F tel que F’(x) = f(x) pour tout x € /.

Exemple : Une primitive de x? sur R est x3/3.
Une primitive de e* sur R est e*.
Une primitive de 1/x sur R est In(x).

Attention ! In(x) n’est pas une primitive de 1/x sur ] — oo, 0[ car
In(x) n'est pas définie sur cet intervalle. Par contre In(—x) est une
primitive de 1/x sur cet intervalle.



Théoreme
Si F est une primitive de f, alors toutes les primitives de f
sont de la forme F(x) + C avec C € R.

Exemples : Les primitives de x? sur R sont : %3 + C avec C € R.
Les primitives de e~ sur R sont : €+ C avec C € R.

Démonstration du théoreme précédent : Soit deux primitives
de f qu'on note F et G. Alors (F— G) =F' —G' =f—-f=0.
Donc il existe C € R tel que (F(x) — G(x)) = C. Donc

F(x) = G(x) + C.



Intégrale de Riemann

Théoreme
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Il existe une primitive
F sur f sur [a, b].

Idée démonstration : On montre que la suite
Sn=13"0_, f(a+ k22) converge et on note fab f(x)dx cette
limite.




Théoreme

Soit f : [a, b] — R une fonction continue, xp € [a, b] et
o € R. Alors il n'existe qu'une primitive F tel que
F(x0) = yo.

Méthode : Une fois qu'on a la forme de la primitve :
F(x) = g(x) + C. On résoud I'équation yp = g(x0) + C pour
trouver C.

Exemple : Cherchons la primitive de e* sur R qui vaut 2 en 1.

Les primitives de e~ sont de la forme X + C. On cherche C tel
que2 =€+ Cdonc C=2—e. Ainsi F(x) = eX+2—eest la
primitive de e* sur R qui vaut 2 en 1.



Primitives usuelles

Théoreme

Les primitives de e~ sur R sont ¥ + C.

Pour tout a € R difFerent de —1, les primitives de x? sur
1 + C.

Les primitives de < sur 0, 4+o0[ sont In(x) + C.

Exemples : Une primitive de v/x sur 0, +oo[ est
X3/2
5 =572 =ixv/x (a=1/2).

Une primitive de x™ 1 sur ]0, +oof est X
un entier).

Attention | x* n'est pas de la forme x? car |'exposant dans x*
n'est pas une constante.
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Opérations élémentaires

Théoreme

Soeint f et g deux fonctions continues sur un intervalle /. On
note F et G des primitives de ces fonctions. Alors F + G est
une primitive de f + g et AF est une primitive de Af.

Démonstration : Comme

(F(x) + G(x)) = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x) on en déduit que
F + G est une primitive de f + g.

Comme (AF(x)) = AF'(x) = Af(x), alors AF est une primitive de
f.

Exemple : Une primitive de eX + x sur R est e + x?/2.



Primitives usuelles

Théoreme
Soit u une fonction C! sur un intervalle /. Une primitive de %’
sur | est In(u) si u( ) > 0 pour tout x € /.

Une primitive de v'u? sur | est ”J:l si u(x) > 0 pour tout
xel.

Une primitive de u’e" sur | est e".

Exemples :

Une primitive de ;5= sur [0, +-00[ est In(x® + x + 1) car
x?+x+1>0sur [0,+oc].

Une primitive de 2e®* sur R est e

Une primitive de €3 sur R est e3%/3.




Calcul d'intégrales

Théoreme
Soit f une fonction continue sur [a, b] dont on note F une
primitive sur [a, b], alors

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]t

Exemple : [, x3dx = [x*/4]} = (1*/4 — 0*/4) = 1/4.



Relation de Chasles

Théoreme
Soit f une fonction continue sur [a, b], alors :

/ab f(x)dx—l—/bc f(x)dx:/ac F(x)dx

Exemple : Calculons f_ll |x|dx.

1 0 1 0 1
/ |x|dx = / (—x)dx +/ xdx = —/ xdx +/ xdx
-1 -1 0 -1 0




Positivité

Théoreme
Soit f une fonction continue sur [a, b] et positive. Alors
fab f(x)dx > 0.

Exemple : f ex 1)dx >0

Théoréme
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que
f(x) < g(x) pour tout x € [a, b], alors :

/ab f(x)dx < /abg(x)dx




Positivité

Démonstration du second théoreme : On pose
h(x) = g(x) — f(x). Alors h(x) > 0 pour tout x € [a, b]. Donc
fab h(x)dx > 0 (d’apres le premier théoreme). Or

fab h(x)dx = fab(g(x) — f(x))dx = fab g(x)dx — fab f(x)dx. Ainsi

/a i f(x)dx < / bg(x)dx



Suites d'intégrales

Des fois, on peut s'intéresser a des suites dont la formule est une
intégrale mais dont ne connait pas la primitive. Ces suites peuvent
néanmoins s'étudier en utilisant certains théorémes qu'on a vu
concernant les suites.

Exemple : On considére la suite u, = fol 1iﬁdx pour tout n € N.
On va montrer que u, tend vers 0.

. Justifier que 11;2 < x" pour tout x € [0,1] et n € N.

. Calculer fol x"dx et calculer la limite lorsque n — +oo
. Justifier que 0 < u, pour tout n.
. Conclure.
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Suites d'intégrales

Exemple : On consideére la suite u, = fol lji%dx pour tout n € N.
On va montrer que u, tend vers 0.

a. Comme 1+ x? > 1 pour tout x € [0, 1], alors <

_1
1+x2 =
Xn

14-x2

1_
1 =1
< x

Donc en mulitpliant par une quantité positive, on a

n o n+1 1n+1 On+1 o 1
b. fo dx = [% +1]0 L T nl
c. Comme 0 < alors 0 < up,.

1+ T2
d. Des questlons précédentes, on en déduit que 0 < u, < =5 pour

tout n. Or m converge vers 0. Donc par le théoreme des
gendarmes, on en déduit que u, tend vers Q.



Calcul d’'aire

Théoreme

Soit f une fonction positive et continue sur [a, b]. Alors
fab f(x)dx est I'aire sous la courbe représentative de f sur
I'intervalle [a, b].

1

fla)=x

flf(;z:)d;czooj Attention !  L'aire calculée
L par l'intégrale est une aire

n - o0 - "algebrique” : la zone en

dessous de |'axe des abscisses
est comptée négativement.




Calcul d’'aire

Calculer I'aire entre les deux courbes sur [0, 1] :

1

racine(x)
0.8

X2
0.6

0.4

0.2




Calcul d’'aire

L'aire sous la courbe de x? est fol x2dx = [x3/3])} = 1/3.
L'aire sous la courbe de /x est fol Vxdx est [xy/x2/3]} = 2/3.
Donc I'aire entre les deux courbes sur 2/3 —1/3 =1/3.



