Séries : partie 3

» Dérivation des séries entieres
» Développement en série entiére usuels

» Application aux probabilités



Dérivation des séries entieres

Théoréme

La série > apt1(n+ 1)x" est appelée série dérivée de la série
> apx". Ces séries ont alors méme rayon de convergence
(qu'on note R). De plus la fonction somme est dérivable et

Vx €]—R,R[:
400 400
f'(x) = Z(n +1)ap1x" = Z napx"1
n=0 n=1

Exemple : La série géométrique > x" est de rayon de
+oo 1

convergence 1. De plus ) —x" = 1. Ainsi
1 / 1 +o0o
= = ]_ n
<1—x> (1-—x)? nz::()(”+ x

pour tout x €] — 1, 1].



Dérivation des séries entieres

Méthode (décalage d’indice) :

La regle a retenir pour faire un décalage est : "quand on diminue
de 1 le n dans le terme général (a,x"), on augmente de 1 le n dans
la somme”. Et inversement.

Exemple :
400 +o0+1 400
Z(n + 1)x" = Z (h—1+1)x"1 = Z nx"1
n=0 n=0+1 n=1

et inversement :

+oo—1 +o0

400
Z(n + 1)x" = Z (n4+1+1)x" = Z (n 4 2)x" 1
n=0

n=0-1 n=-—1



Dérivation des séries entieres

Théoreme
Soit X a,x" de rayon de convergence R. Alors la fonction
somme f(x) = ::o?) apx" est définie sur ] — R, R[ et y est
CT° et toutes ses dérivées ont R pour rayon de convergence
et de plus :

+o0 nl

f'(k) x) = a ank
(x) Z "(n— k)]

n=k

pour tout k € Net x €] — R, R].

Démonstration : Par récurrence on montre que f est dérivable k
fois sur | — R, R[ pour tout k € N.



Dérivation des séries entieres

Exemple : On a vu que

1 +o0 ) 1 +oo
f(x):l_X:ZOX” f(x):(l_x)zzz()(n+1)x”

pour tout x €] — 1,1[. Ainsi

() = <(1 _1X)2>/ =3+ D

Donc

f'(x) = (Rt > (n+2)(n+1)x"

pour tout x €] — 1,1][.



Lien avec Taylor

Théoreme

Soit > a,x" une série entiere de rayon de convergence > 0
dont on note f la somme. Alors pour tout n € N :

£(n)
L _ 0
n!
Exemple : Pour f(x) = 1= =372 x". On voit que
1 1 =
f0)=——= 0" =1+0+---  f(0)= = 1)0"
2 =

7(0) = aop = > (n+1)(n+2)0"

n=0



Lien avec Taylor

Démonstration du théoreme précédent : Soit k € N. D’'aprés
le théoreme de dérivation des séries entiéres on a :

f(k Zan —k

Alors en particulier pour x =0, on a:

+o0 nl
_ . n—k
- ,,Zkan(” —

k! (k+1)!
k= k)O +ak+1(k+1—k)!0
|

k!
—akOI 1+0+-

(car 0"k =0sin—k>1)
Donc f(K)(0) = klay.



Lien avec Taylor

Utilisation : Si on connait la fonction somme d'une série entiére,
alors on peut en déduire les valeurs de a, a |'aide des dérivées en 0
de la fonction.

Exemple : Si une série entiére ) a,x" est de rayon +o00 et a pour

fonction somme la fonction exp(x), alors ag = £(0)/0! =1,
a = f(0)/11 =1, a, = £(0)/2! = 1/2, ...



Lien avec Taylor

Dans |'autre sens :

Utilisation : Si on connait |'expression des a,, alors on peut en
déduire directement les dérivées en 0 de f.

Exemple : Soit f(x) la fonction somme de la série entiére des
nx". Alors £(0) =01-0, F/(0)=11-1=1, f/(0) =212 =4, ...



Développement en série entiere

Définition

On dit qu'une fonction f : /| — R ol / est un intervalle ouvert
contenant 0 est développable en série entiére en 0 s'il existe
une série entiére ) a,x" de rayon de convergence R > 0 telle

que

+oo
f(x) = Z apx"
n=0

pour tout x €] — R, R][.

Exemple : La fonction f(x) = ﬁ est développable en série
entiere en 0 car :




DSE usuels

Les fonctions usuels suivantes €*, In(1 +x), 1 et (1 + x)?
admettent un DSE en 0 :

+o0 Iy
X _
e’ = Z py Vx € R
n=0
+o00 —1.n
—1)"
In(1+x):Z()nX Vx €] - 1,1]
n=1

1 =3
1—:§ x" Vx €] - 1,1]
— X
n=0
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n!
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Lien avec Taylor

Théoreme
Le DSE s'il existe est unique.

Démonstration : Si une fonction f est DSE en 0, alors pour toute

série entiere > a,x" tel que f(x) = >/ a,x" sur ] — R, R], alors
(n)
anp = f n!(O) pour tout n € N.

Utilisation : Si on connait le début du DSE d'une fonction
Si une fonction f admet le début de DSE en 0 suivant :
f(x) =2+ 3x+4x2+5x3+ .-+, alors £(0) = 2, f/(0) = 3,
f(0) =4-21 =8 et F3)(0) =53 = 30.



Lien avec Taylor

Exemple d'’utilisation :

Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence 1.
Démontrer que si la somme f de la série entiére est impaire (c'est
a dire f(x) = —f(—x) pour tout x €] — 1,1[), alors az, = 0 pour
tout n € N.

Démonstration : Comme f(x) = Y"1 a,x" pour tout
x €] —1,1], alors
—f(—x) = 328 —ap(—x)" = 32725 —a,(—1)"x" pour tout

x €] — 1,1[. Par unicité du DSE, on en déduit que a, = —ap(—1)"
pour tout n € N. En particulier pour tout n = 2m pair :

azm = —aom(—1)>™ = —az;,. Donc 2apm = 0 et a2, = 0 pour
tout m € N.



Lien avec les probabilités

Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs entiéres et positives.
On appelle fonction génératrice des probabilités de X la
série entiére suivante Y P(X = n)t". On note Gx(t) sa
somme.

Exemple : La loi géométrique de parametre p a pour loi de
probabilité : P(X = n) = ¢"p pour n > 1. Sa fonction
génératrice est Gx(t) = 1fzt ou g =1— p. Son rayon de
convergence est 1/q.

Théoreme
Si Gx est de rayon de convergence > 1, alors E(X) = G4 (1).

Exemple : L'espérance de la loi géométrique est 1/p.



