Intégration : partie 3

» Théoreme d'équivalence.
P Liens entre séries et intégrales de Riemann.

» Variable aléatoire a densité.



Théoreme d'équivalence

Théoreme

Soient f et g deux fonctions positives et continues sur
[1,+oo[. Si f(x) est équivalent a g(x) Iorsque x tend vers

+00, alors les intégrales [ f(x)dx et [;7

x)dx ont
méme nature.

Exemple : 2’;111 e~ est intégrable sur [1, 4+o0].

Exemple : igi; n'est pas intégrable sur [1, +oo].



Théoreme d'équivalence

. x+1 X 1
Exeimple : %X-‘rl ~ 5 1~ 5 Iorslque X — +oo.1 Donc
X+ —X 1_.—x 1. —x 1_x 1
SpI€ |~ g€ . Orze*=3a"aveca= ;. Ora<lcar

e > 1. Donc %e‘x est intégrable sur [1,4o00[. Donc 2’;111 e~ est
intégrable sur [1, 4o0].

Exemple : iﬂ; ~ % n'est pas intégrable sur [1,+oo[ car c'est

une intégrale de Riemann avec % eta=1%1. Donc i’;g n'est
pas intégrable sur [1, 4+o0[.




Théoreme d'équivalence

Théoreme

Soient f et g deux fonctions et continues sur ]0, 1] et de signe
constant au voisinage de 0. Si f(x) est équivalent a g(x)
Iorsque x tend vers 0, alors les intégrales fo x)dx et

fo x)dx ont méme nature.

Exemple : \/‘%XXQ est intégrable sur |0, 1].

e~ X

Exemple : P

n'est pas intégrable sur ]0, 1].



Théoreme d'équivalence

Exemple : \/x + x? ~ /x lorsque x — 0 et non pas ~ x2. (En

effet on a \/;TJ;% =1+xy/x—1 Iorsque x — 0). De plus

_ -0 __ 1

e X~ e’ =1lorsque x = 0. Donc f+2 ~ Tx Or
1 /12 = _

\/; 1/x'/¢=1/x? avec a = 1/2 Comme a < 1, alors f est
intégrable sur 0, 1]. Donc W est intégrable sur ]0, 1].

Exemple : e ~ e =1 lorsque x — 0 et x + x> ~ x lorsque
)1< lorsque x — 0. Or 1/x =1/x? avec

xe+x2 B
a=1%#1. Donc 1/x n'est pas intégrable sur ]0,1]. Donc :T;Q
n'est pas intégrable sur ]0, 1].



Théoreme d'équivalence : utlisation de DA

Une méthode possible pour obtenir un équivalent est d'utiliser un
développement asymptotique a un terme.

Exemple : e'/* — e~1/X n'est pas intégrable sur [1, +ool.

On pose X =1/x. Si x — 400, alors X — 0. Donc
eX =1+ X + o(X) lorsque X — 0. Donc ex =1+ 110(2)
lorsque x — +00. De méme on pose X = —1/x. Si x — 400,
alors X — 0. Donc X =1+ X + o(X) lorsque X — 0. Donc
e x=1-— 14 o(%). Donc
1 1 1 1 1 2 1
x—ex=14-—-(1-Z= y==2 -
er—e =14~ (1= )+o( )= +o())
Donc el/* — e 1/x % lorsque x — +00. Or 2/x n'est pas
intégrable sur [1, +oo[, donc e'/* — e~ /% n'est pas intégrable sur
[1, +oo.



Théoreme d'équivalence : utilisation de DA
Exemple : 2/n(1+ 1) — In(1 + 2) est intégrable sur [1,+oo[.

In(1+x)=x— X2—2 + o(x?) lorsque x — 0. On pose X = 1/x. Si

X — +00, alors X — 0. Donc In(1+X):X—X72—|—o(X2) et
In(1+1)=1-— }(z—i—o(l) De méme, X = 2/x, si x = +o0,

X

alors X — 0. DoncIn(1—|— 2) = ;—ﬁ+ ( )—%——+o( ).
Ainsi

1 2
1 1
et O(x2)
On en déduit que 2In(1 + L) —In(1 4+ 2) ~ — % Comme 5 est

intégrable sur [1, +oo[, alors 2In(1 4+ 1) — In(l + 2) est mtegrable
sur [1, 4-o0.



Séries de Riemann

Rappel :
Théoreme
La série >, & est convergente si et seulement si a > 1.
Théoreme
La fonction % est intégrable sur [1, +o0[ si et seulement si
a>1.

Le théoreme des intégrales a déja été démontré avec les primitives
de % On va démontrer le théoréme des séries avec les intégrales.



Séries de Riemann

Démonstration : Soit a > 0. On considére la fonction f(x) =
Alors f'(x) = (x™?)' = —ax"®"1 = =& < 0 Donc f est
décroissante sur [1, 4o0].

1

x?°

Donc f(k + 1) < f(x) < f(k) pour tout x € [k, k + 1].

Donc [ f(k+1)dx < [T F(x)dx < [FT F(k)dx. Donc
f(k + )[x]k+1 < k“ F(x)dx < f(k )[X]k+1 Donc
flk+1)-1< fk“ x)dx < (k) -1

En sommant ces inégalités pour 1 < k < n, on obtient
S F(k+1) < [T (x)dx < Y7, (k). Par décalage,
d’indice on obtient : z”“ F(k) < [T F(x)dx < S0_ F(K).

On note S, = 37 _; f(k) = > 4_; 7 la somme partielle de la série
des % Ainsi d'aprés I'inégalité précédente, on a :
Sni1 — (1) < [T F(x)dx < S,



Séries de Riemann

Or

+1 +1 _ 1)—a+!

n f(x)dx = fln 1y = [f_{_lx a+1]r11+1 _ (n—ta)_’_1 . _al+1_
Donc

n+1 (n+ 1)_a+1 1
Spe1 < f(1 f(x)dx =1
ntl = ()+/1 (x)dx + - +a—1

Sia>1, alors —a+1 < 0donc % < 0 et donc

Snr1 <1+ 577. Ainsi (S,) est majorée. Or (S,) est une suite
croissante (car somme de termes positifs). Donc (S,) est
croissante et majorée et donc converge.

. (n+1)7a+1
Si a< 1, alors et

% 5=1 < S, on en déduit que (S,) diverge vers +oo.

% tend vers +00. Comme



Variable aléatoire a densité

Définition

Une variable aléatoire réelle X est dite a densité s'il existe une
fonction f positive et intégrable sur R , appelée fonction de
densité, telle que pour tout (a, b) € R? on ait

P(a < X < b) :/bf(t)dt

Dans ce cas on a [ f(t)dt =1 et P(X = a) = 0.

Si tf(t) est intégrable sur R, alors X admet une espérance qui vaut

E(X) = /Itf(t)dt



Variable aléatoire a densité

Exemple : La loi normale est définie par la fonction de densité
f(t) = % . On peut montrer que [, f(t)dt = 1 mais pas avec

les théoremes de ce cours.

L'espérance de la loi normale existe et vaut 0. En efFet :
o 7= te~t'dt =
x — 400. Donc fte
[ tf(t)dt = %

22
\F[ 5 = \/lE(e—2 - L)L \Fz lorsque

t* est intégrable sur [0, +oo] et

3\

1 e? 1

0_ 1 1
= ]x—ﬁ(_g—_ig)—> V72
est intégrable sur | — 00, 0] et

De méme : f 1t‘tdt L
t

lorsque x — —o0. Donc —te”
0 1
Jo o tf(t)dt = 5.

Donc
S th(e)dt =[O tF(t)dt + [ tf(t)de = —3 L +

N[=
S



